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CHUYÊN Đề 19: PHƯƠNG TRÌNH & BẤT PHƯƠNG TRÌNH 


CHỨA CĂN THỨC 


I. CẢC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

Người ta hay dùng các phương trình và bãt phương trĩnh chứa căn thức cơ bán sau đây: 

m > 0 


/õõ = g(x) (1). Ta có (1) 


w 


g(x) > 0 


Cí> 


g(x)> 0 


/5Õ<gOO (ẠTa có [2] 


w 


f , v , _ „2 /v1 I f 00 = 9 00 

J(x) = g (x) 

f (x) > 0 
g(x) > 0 


/õõ > g(x) (3). Ta có (3) 


w 


f(x) < g 2 (x) 
.fCx)> 0 

Uoo < 0 


g(x) > 0 
_f{x) > g 2 {x ) 

n. CÁC DẠNG TOÁN cơ BẢN 

Loại 1. Phương trình và bất phương trình chứa can thức CƠ bản 
Thí du 1: 

Giải các phương trĩnh sau: 


4 X + X 2 = X + 4 2 / njx - 5 - 'Jx. - 3 = 2 


1/ TC 

Bải giải: 

1/Xét phương trình: Võ - 4x + X 2 = X + 4 


3/ nj3x + 4 + ->/x + 4 = 2v* 


w 


6 - 4x + X > ũ 
X + 4 > 0 w 

6 - 4x + X 2 = (x + 4] 2 


X > -4 

6 - 4x + X 2 = X 2 +8x +1'6 


_ 5 

o.. 5<=>x = —J 

J X = — — 6 

6 


2/ Xét phương trình: njx^5 - n/x - 3 = 2 

X + 5 > Ũ 

w njx - 5 = 2 + V* - 3 <=> \ X - 3 > Ũ 


|_x + 5 = 4 + x- 3 + 4 «Jx - 3 

3/ Xét pihương trĩnh: nj3x + 4 + Vx - 4 = 2^/x 
3x + 4 > 0 
X + 4 > 0 

X > 0 

3X+4+X+4+ 


íx>3 fx > 3 _ ^ 

w í __o _ « X = 4 

1 = ^3 lx-3 = l 


w 


w 


J'x > 0 (1) 

ụ + ì/(3x + 4Xx + 4) = 0 ( 2 ) 



+ 4)(x + 4) = 4x 

Rũ ràng VT(2) > 0 Vx > ũ . vậy hệ (1) (2) Vũ nghiệm. Suy ra phương trình đã cho vô nghiệm. 

Thí du 2: 


H h 


Giài các: phương trĩnh sau: 

1/ 3x 2 + 15x + 2a/x 2 + 5x + 1 = 2 

2/ -p- 


X* + X + 4 + + X + 1 

4 1 


3/ 


-4 


X + v* 2 + X 


X - ì/x 


+ X 


2x + 2x + 9 
3 

X 


4/ V : < + 2 Vx - 1 + ■',/:< 2Vx -1 = 2 

5/ i/x + 3-4 Vx - 1 + -./X + 8 - 6\X 1 = 1 

6/ ^x + l-^x-l=^x 2 -l 


Bài (|iải: 

1/ Xét phương trình: 3x 2 + 15x + 2ì/x 2 + 5x +1 = 2 (1) 

Đặt y = X 2 + 5x r khi đó (1) có dạng: 3y + 2„Jy +1 = 2o2^/y +1 = 2 - 3y 





























































y + 1 > 0 
e> ị 2 - 3y > Ũ 

4(y+l) = (2-3y) ; 


w i 


y4 

f 3 

4y + 4 = 4 -12y + 9y : 


w ■: 


y4 

3 

9y 2 - 16y = 0 
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y*! 

1 3 


w 


y = 0 oy = ũ 

16 

y = — 
r 9 


Từ đó trớ về biến cũ, ta có: x 2 +5x=0o 


X = 0 
X = -5 


2/Xét phưởng trình: V* 2 + X + 4 + V* 2 + X + 1 = ^2x 2 + 2x + 9 (1) 


Đặt 


íy > Ũ 


y = X 2 + x +1 p khi đó (1] có dạng: Jy + 3 + Jỹ = Jly +7 o| _-— 

[y + 3 + y + 2 J ,/y{y + 3) = 2y + 7 


w 


y > Ũ 


w 


íy >0 


^y(y + 3) = 2 l y 2 + 3y - 4 > ũ 


w 


y > Ũ 

y = 1 oy = l 
y=-4 


Từ đó trở về biến cũ, ta có: X 2 + X + 1 = 1 «■ X 2 + X = 0 » 


X = 0 
X = -l 


3/ Xét phướng trình: 


X + V* 2 + X 


- -v/x 2 + X 




w 


4(m'x 2 + X - x) 


X + X + X 


= 3 1 
= — i 


X =É ũ 


5 j -/x 2 +- X - 3x 


w 


= 3 


x#ũ 

S^x 2 + X 


= 3 + 3x 


X #0 

e> < 3x + 3 > 0 


X Ũ 

o X>-1 


X # ũ 

oỉx>-l 


w 


25(x 2 + X.) = 9x 2 + 18x + 9 16x 2 +7x-9' = 0 16x 2 +7x-9 


Vậy nghiệm của phương trinh đấ cho lả X = -1 và X = 


= Ũ 


16 


X #0 

x> -1 

X = — 1 

9 

X = — 
16 


4/ Xét phương trình: i/ x + 2Vx r ^T + ■’./’< - I^Ịx^l = 2 (1) 

Ta có (1) o JỊt/x- 1 +1^ + jỊyx-l - lf = 2 o -1 +1 + Vx -1 -1=2 (2) 


-l = 2o Vx — 1 =lox = 2 


- Nẽu X >2, khi đó Vx - 1 -1 > 0 , vậy: (2)« Vx -1 +1 + Vx -1 

- Nếu 1 < X < 2 r khi đó V* - 1 -1 < 0 , vậy: 

(2)o y X- 1 +1 + 1 - -/x-1 =2o 2 = 2ol<*<2 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho llả 1 < X < 2 

5/ Xét phương trình: Vx + 3 - 4 V* -1 + -/x + 8 - eVx -1 = 1 [1) 

Ta co: ' 1 ; Ci- - 2 f + j - 3 Ỷ = 1 o|^x-l -2|+|^/x -1 -s| =1 (2) 

- Néu X > 10 , khi đó V'< - ĩ -3 > 0, vậy 

(2)o Vx-l-2 + Vx-l-3 = lo^í-l =3 ox = lũ 

- Nếu X < 5 , khi đó V’< -1 - 2 <0, vậy 

(2)o 2 -- 1 + 3- t/x- 1 = 1 o t/x- 1 =2ox = 5 

- Nẽu 5 < X < 9 r khi đó 2 < V* -1 < 3, vậy 

( 2 ) 0 - v*-l -2+3-Vx-l=lol = lo5<x<9 
Vậy nghiệm của phương trinh đi cho llà 5 <x <10 
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6/ Xét phướng Irĩnh: + ĩ - Ịịx-1 = \/x 2 -1 (1) 


Điều kiện là; X 2 - 1 > ũ <z> 


X >1 
X <-1 


Do neu Xq > 1 lả nghiệm của (I) thì -Xq cũng lả nghiệm của (1) 
Vì thế tạm xét (1) với X > 1 

Khi X = l r tìhì VP(l) = Ũ; VT(1) * ũ => X = 1 không phải llả nghiệm. 
Khi X > l r thỉ f ịỊx 2 -1 > Ũ 


Vậy (1) c=> f - 6= 1 « $ì— - -1 = 0 (2) 


x 2 -l 


x 2 -l 


X - 1 Vx +1 


Đặt y = > 0 r th (2) cố dạng: y - — -1 = ũ <=> y 2 - y -1 = ũ oy = - ~y~' 

X, - 1 y 2 


(do y > Ũ) 


w 


6f*±ĩ = l±Ể- « 2L±ị = k 6 (ở đây k = 
2 X — 1 


1 + IịỊs 


X - 1 


ol + -L_ = k 6 c=> T— = k 6 - 1 o X = 


X -1 


X -1 


k 6 +1 


Vậy phương trình đã cho có Ihai nghiệm lả X = ± 


k 6 +1 

iTT 


với k = 


1 + 


hí du 3: 

Giải các bãt phương trình sau: 


1/ ^x 2 + 3x + 3 < 2x +1 


3/ T^x + 3 + -*Ịx + 2 — -J2x T 4 !> Ũ 


2/ 4 


B +2x - X > 6 - 3x 


4/ 4 


- 4 . 


3x + 5x + 7 - -J3x + 5x + 2 > 1 


Bài giải; 

1/ XỂt bãt phương trình 44' 


+ 3x + 3 < 2x +1 


<=> 


X 2 + 3x + 3 > 0 (1) 

2x +1 > 0 (2) 

X 2 +3x+3 <(2x +1} 2 (3) 


Đo X 2 +3X + 3 > 0 Vx (vì A = 9 -12< ũ ) nên: [1) (2) (3) 


2/xét bãt phương trình Vs + 2x - X 2 > 6 - 3x (1) 


x --ị 
2 

3x 2 + X- 2 > Ũ 


ox>- 
3 


Ta có [1] <=> 


í 8 + 2x - X 2 > Ũ 
Ị 6 -3x <0 

8 + 2x - X 2 > Ũ 
6 - 3x > 0 

8 + 2x - X 2 > (6 - 3x} : 


w 


-2 < X < 4 
X > 2 

X < 2 

5x 2 - 19x +14 <0 


w 


2 < X < 4 
1 < X < 2 


» 1 < X < 4 
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r - 

3/ Xét bất phương trình njx + 3 + + 2 - -.ịlx + 4 > ũ 


w -v/xhTs + Vx: -2 > j ./2x + 4 w 


X > -2 


(x + 3) + (x + 2) + 2^(x 4- 3)(x 4- 2) > 2x + 4 


íx > -2 

w i - ---- <=> X > -2 

[1 + 2^(x + 3)(x + 2) > Ũ 


4/ Xét bất phương iTÌnlh ^3x 2 + 5x + 7 - ^3x 2 + 5x + 2 > 1 (1) 

Đặt y = 3x 2 + 5x + 2 r khi đổ từ (1) có ^'y + 2 -nJỸ > lo ^'y + 2 >1 + ^y 


w 


1 V - 


0 


\Y> 


Ũ 


y + 2 > 1 + y + 2 «JỸ L > iT 


O0<y<^ 


Trở về biến cũ r ta có hệ sau: 


Biểu diễn trẽn trục số ta có: 


3x + 5x + 2 > Ũ 


3x + 5x + 2 < — 

4 


0 ! 3x 2 + 5x + 2 > 0 

1 <=>< 

7 12x 2 +2Qx + 7<0 

.1 


-1 


2 

3 




Từ đó suy ra nghiệm cần tìm lả: < X < -1 




-os 




4 1 


Thí du 4: 

Giãi các bãt phương trình sau: 


1/ 


1 - i/l - 4x ; 


< 3 


21 

X + 1 


3/ V2X + 4 - 2 V 2 -X > 


12x - 8 

\h> 2 +16 


Bài giải: 

1/ Xét bãt phương trình 


1 - VI- 4x : 


<3 (1) 


Chú ỷ X #0 và dùng phép nhân liên hỢp ta có: (I) w 


X * 0 
/ 


"x =É 0 



<3 » 


X * Ũ 


J -----< 3 

/\ [ —TTÌ 

x| 1 + Ạ-4x á j 

_ í r —(do l + ^l-Ax 2 >Q khi Cũ nghiệm) 

4x< 3 ; 1+ Vl-4x ; v 3 J 

V J 


- 'Jl - 4 x 2 


■\ í 
] 


l + Vl-4x z Ị 


4x 


w 


■■ 


X * 0 


4x - 3 < 3 


■ỈT- 


w 


4x 


vĩ hệ ■: 


X>1 

4 


1 + Vl - 4x 2 

x#0 

1- 4x 2 > Ũ 
4x - 3 < Ũ 

X ^ Ũ 

4x - 3 > ũ 


< 3 


w 


w 


9(1-4x 2 ) > (4x - 3) 2 


1 ... , 1 
2 2 
X #ữ 


X>1 

4 0 

13x 2 -6x < 0 


x>i 

4 

0< X <ậ- 

13 


VŨ nghiệm, nén suy ra nghiệm của (1) là - ^ < X < và X ũ 
n _ 6 2 2 
0 < X < -— 

13 
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2/ Xét bất phướng trình 




4x + X 


x + 1 


>0 (!) w 


1-21+4X-X 


Chú ỷ rằng X 2 - 4x + 21 > ũ Vx e R (do A 1 = 4 - 21 < ũ ) 


(x +1)(V 2 I - 4x + X 2 + 1) 


> 0 ( 2 ) 


Vì lẽ đó và do 1 + V 21 - 4x + X 2 > 0 Vx e R r ta có: (2) w 


-X 2 + 4x - 20 _ _X 2 - 4x + 20 

— >{]<=>-—-< 0 


X +1 


X +1 


Lại do X - 4x + 20 > ũ Vx E R (do A 1 = 4 - 20 < 0 ) r nên (3) w X - 1 < 0 w X < -1 

12x - 8 


3/ Xét bãt phường trình V 2 .X + 4 - 2 V 2 - X > 


\Ỉ9> 2 +16 


(1) 


Th. hĩs „ _ L - n L- n . . . ' , (2x + 4)- 4(2 - xì 2(6x - 4) 

Thực hiện phép nhân Men hỢp ta có: —- L ===í > • 

V2x+4 + 2-/2 -X -v/ộx 2 + 16 


w 


6x - 4 2(6x - 4) 

■/2x + 4 + 2-/2 - X ^9x 2 +16 

nkí n I i £ I-. !-dni I r-1 +■ |-| I V k-1 ->I i ^ 


2(6x - 4) 

3 , — Q(3x 2) 

^9x 2 + 16 - 2(V2x + 4 + 2 V 2 - x) 

V9x z +16 

- 


> 0 


(lại nhân liên hợp lần thứ hai) 
o(3x-2)(9x 2 + Đx - 32 -16-,/s - 2x 2 ) > 0 c=> (3x - 2) (x - 2-^8 -2 X 2 ) (8 + X + 2^8- 2x 2 ) > 0 

3x -2 > G 


o (3x - 2)(x - 2-/s - 2x 2 ) >0o 


Nhận xát: 
■ 


- 2>/s-2x 2 > ũ 


í 


3x - 2 < 0 


Giải hệ tren ta có : 


- 2^3 2x 2 < 0 


x> 


V32 


3 


2<x< 


Trong 3 thí dụ trẽn chúng ta đêu sử dụng phương pháp nhân liên hỢp đê đơn giản quá trình giải. 

Thí du 5: 


Giải các bãt phương trình sau: 

1/ + X - V-x - 3 < -1 + ^f(5 + x)(-x - 3) 

3/ Vx 2 - Sx + 15 + 


2/ Ụz - X + V* -1 >1 


Vx 2 + 2x-15 > ì/4x 2 - 18x +18 


Bài giải: 

1/xểt bãt phương trình + X - ự-x - 3 < -1 + ^(5 + x)(-x - 3) (1) 

Oi/5+x- +x - 3 +1 - ^(5 + x)(— X - 3] < 0 Q. (V 5 + X +1 ){ 1 - V“ x - 3) < ũ (2) 
Do 5 + X > 0 khi X > -5 (lúc đó 1 + -j5+ỹ > 0 ) r nên 


(2) o 


í x2 


-5 


X > -5 


w 


w 


X >-5 
-3 - X > 1 


11 - V“3 - X < Ũ y-3 - X > 1 
2/Xét bãt phương trĩnh: ^2 - X + V* - ĩ > 1 (1) 

Điều kiện X > 1 . Đặt y = ÌỊl - X w Ỵ- = 2 - w X = 2 - Y~ 

Khi đó (1) có dạng: y + ^1 - y 3 >loẬ-y 3 > 1 - y (2) 
Do x>l r nẽn y = Ìj2 - X < 1 


» -5 < X < -4 . Đó lả nghiệm của (1) 


Vĩ thế (2) o 


y <1 

1-y 3 >l-2y + y 2 


w 


y<l 

y 3 + y 2 - 2y < ũ 


o 


Y -1 

,y(y 2 + y-2)<0 


w 


0 < y < 1 
.V < -2 


Trở ve biến cũ ta có: 


0 <^2- X <1 

Po < 2 - X < 1 

0 

w 

Ỉj2 - X < -2 

2 - X <-8 


1< x< 2 
x> lũ 


Vậy nghiệm của (1]lả: 1<X<2 và X> 1 ũ 


(N I cn 
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3/ Xét bấtphương Irình: - 8x +15 4- -Jx 2 + 2x -15 > ì/4x 2 - 18x +18 ÍT. 

Ta có: (1) ó Ậx - 3)(x - 5) + Ậx - 3)(x + 5) > ^(x-3)(4x-6) (2) 

r (x-3)(x -5)> 0 

Miền xác định của [1] lả « (x- 3)(x +5) >0 w 

(x - 3}(4x ~6)>ũ 

- Nếu X = 3 thì VT(2) = VP(2) = ũ => X = 3 loại. 


X <-5 
X = 3 
X > 5 


- Nếu X > 5 r kh đổ X - 3 > 0 => - 3 > ũ vã 

líx> 5 

2x + 2Vx 2 -25 > 4x - 6 
: x>5 


■■ 

(2) e- -Vx - 5 + -J'Á + 5 > -v/4x - 6 o- < 


<=> 




fx>5 


(dũ X > 5 f nên X - 3 > 0). Tù' đó ta có (2) <=> 

- Nẽu X < -5, khi đó víẽt lại (2) dưới dạng: 

Ậ3 - x)(5 - X) + Ậ3 - x){— X - 5) > ^3 - x)(6 - 4x) (3) 

Vĩ X < - 5=> 3 - X > 0 => nj3 - X > Q r vả (3) <=> ^ - X + 'j-:< - 5 > ^6 - 4x 


Vx 2 - 25 > X - 3 
fx > 5 


17 

„ < » X > — 

A - 25 > V. 2 — 6x + 9 1 6x > 34 3 


w 


■■ 


X < -5 




w 


25 > 3 - X 


X < -5 

17 : vô nghiệm 


X > 


17 


Vậy nghiệm cũa hệ phương trình đã cho lả: X > 

á 

Loại 2. Quy phương trình chứa cẩn thức vê hệ phương trình không chưa cản thức 

Bằng cách đặt ấn phụ, ta quy phương tình chứa căn thức vẽ một hệ phương tình không chứa cân thức. Trong 
chuyến đề vl Phương tình vả hệ phương tình không chứa cãn thức" ta đã đề cập đến một 5 0 bài tập thuộc loại này. 
Ta chỉ xét thêm vài thí dụ nữa. 

Thí du 1: 


Giả phương tình 5au: ^x- 2 + ìỊỵ. + 3 = ~-ự2 X +1 [1] 

Bãi giả : 


Đặt u = ị!x - 2 ; V = ÌỊx + 3 , khi đó từ (1] Cũ hệ sau 


u + V 




! u 3 + 3uv(u + v) + V 3 = u 3 + V 3 fuv(u + v) = 0 


3 


.3 


u 3 - V 3 = -5 


w 


(3) 


u 3 - V 3 = -5 


u 3 -V 3 = —5 


u = 0 

V = ậ5 

V = 0 

u = -ặS 
u + V = ũ 
u 3 - V 3 = -5 


w 


X - 2 = Ũ 
x+ 3 =5 

X + 3 = Ũ 


ox = 2 


X - 2 = -5 


<=> X = -3 


3 3^ _ 5 

u = -V = — o X - 2 = — w X = 


1 

2 


Vậy (1) Cũ các nghiệm X = 2; X = -3; X = “ 
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Thí du ĩ: 

Giải phương trĩnh sau: 2(x * 2 +2.) = 5Vx 3 +1 (I) 

Bải giải: 

Viãtlại [1] dưới dạng tương đương sau: 2(x 2 + 2) = 5Jx + l.,Vx Z - X +1 (2) 

Đặt u = Vx +1 ; V = Vx 2 - X + 1 r vơi đề u kiện X > -1 
Khỉ đó ta có: X 2 + 2 = u 2 + V 2 

Vậy từ (2) cổ: 2{u 2 + V 2 ) = 5uv w 2u 2 + 2v 2 - 5uv = ũ w (2u - v)(2v - u) = 0 


w 


u = 2v 
V = 2u 


w 


-./x 2 - X + 1 = 2 Vx + 1 


w 


~Jx+ĩ = 2-ựx 2 - x + 1 1 4x 2 - 5x + 3 = 0 


íx 2 - 5x - 3 = 0 
x> -1 


c=> 


X = 


5±~Jj7 


- Vũ nghiệm. 


_ [[x>-l 

Vậy nghiệm của [1) là X = — -r — 

Chú ý: 

Tương tự ta có bài toán giải phương trĩnh: 2(x 2 -3x + 2) = 3"Jx 3 + 8 


Bằng cách đặt u = Vx 2 - 2x +4 > 0 ; V = Vx: - 2 > ũ 
Khi đó X 2 - 3x + 2 = u 2 - V 2 

Vậy ta dần đến: 2(u 2 - V 2 ) = 3uv o (u - 2v)(v +2u)=0ou = 2v (do 2u + V > ũ 


Vx 2 - 2x + 4 = 2%i'x + 2 w 


X = 3 + 4/13 
x = 3-^ 


Thí du 3: 


Giải phương trình sau: Ị "/x 2 + ĩ - X j + | ’./x 2 +1 + x 1 =123 (1) 

Bài giải: 


Từ(l) Euy ra hệ: 


Dặt u = Vx 2 +1 - X ; V = yx 2 +1 + X 

3; Íu 5 + v 5 =123 (2) 

Luv = 1 (3) 

Ta có: u 5 + V 5 = (u 3 + v 3 )(u 2 + V 2 ) - u 2 v 2 (u + v) (do uv = 1} 

= (u 3 + v 3 )(u 2 + V 2 ) - (u + v) = • (u + v) 3 - 3uv(u + v) (u + v) 2 - 2uv ■ - (u + v) 

VÌUlẽ(2U31 /C“ + ’'J S -S[u + vj 3 +5Cu + vj-133 -0 (4) 

luv - 1 (5) 


Đặt t = u + v r khi đó: 

(4) c=> t 5 - 5t 3 +5Í-123 = Q c=> (t- 3)(t 4 + 3t 3 +4t 2 +12t + 41) = 0 (6) 


Mặt khác t = u + V = 2Vx 2 + 1 > 0 r do đó từ (õ) có 
(4) <=> t-3 = € ot =3 

Vậy (41 (51 o | u + 'T ^ o 2-ỊTTĨ = 3ox 2 = ịox = ±-Ệ- 

'uv = 1 4 2 

k. 

ĐÓ chính lả nghiệm của (1). 
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Loại 3. sử dụng phướng trình tương đương hoặc hệ quả để giải phương trình chứa cẩn thức. 

Thí du 1; 

Giài phương trình sau: ^x - 2 + ÌỊx + 3 = + ĩ (1) 


Ta Cũ (1; <=> (x - 2) + [x + 3) + 3|^/x - 2 + ịịx + 3 1 ^(x - 

w 

ặf(x - 2)(x + 3) Ị </x - 2 + </x + 3 ; = Ũ 



1 

X 

1 

II 

ò 

X = 2 

X =2 

w 

x+ 3= 0 <=> 

X = —3 ■» 

X = -3 


_^x -2 + ^x +3 = 0 

X - 2 = -{x + 3) 

1 

X = - - 

2 

Vạy (1; có 3 nghiệm X = 2; 

X = -3; X =-- 

2 



Chú ý: 

Trong thí dụ nảy ta đã sử dụng phép biến đổi tương đương đế giải (1). 

Th í d u 2l 

Giải phương trình sau: ^2x-1 + ^x-1 = Ịịlx +1 (1) 

Bải giải: 

Ta có (1) <=> (2x - 1) + (x - 1) + 3^(2x - l)(x - rj|^2x -l + ^x-i;=3x + l 

o ^(2x - 1){X - 1) (^2x -1 + ặx - 1 Ị = 1 (2) 

Thay [1] vào (2) r ta được phương trình hệ quả sau đây: ^(2x - l)(x - 1;, "j3x +1 =1 (3) 

[x=Q 

Bây giờ (3) <=> (2x- l)(x - l)(3x +1) = 1 (4) <=> 6x 3 - 7x 2 ={3o 


7 

X = — 
6 


Đo (3) lả hẹ quả cửa (l) r nên thay X = ũ vào (l) r ta có: 


Thay X = -- vào :[l) r ta có: 
6 


w(1) í 6 + il ị 

V( W - # - 


_ J VT(1) = >pĩ + ^4 = —2 vậy X = 0 bị loại. 
VP(1) = ặĩ = 1 




Vậy - là nghiệm duy nhất của (1) 
6 


Chú ý: 

Trong thí dụ này: 

( 1 )^( 2 ) 


(2) =* (3) 


(3) o (4) 


Vây (1)=>(4). Do (4) là hệ quả của (l) r nên sau khi cố nghiệm X = ũ; X =i- của (4), ta cần Cũ phép thư lại. 

Đây cũng là thí dụ chứnq tỏ rằng, neu sử dụng phương trình hệ quà mả không Cũ phép thư lại, thì sẽ có the dẫn 
đến việc thừa nqhiệm. 

Thí du 3: 


-16 ( 1 ) 


Giãi phương trình sau: njlx + 3 + i/x +1 = 3x + 2 j j2x 2 + 5x + 3 

Bải giải: 

Đặt u = -Ịĩx+3 + VxTĨ > 1 

Ta có w u 2 = 3x + 4 + 2^2x 2 + 5x + 3 với u > ũ (2) 

Thay (1) vảo (2) và dẩn đến phương trình hệ quá sau: u 2 - 2Ũ = u w u 2 - u - 20 = ũ « 
Vậy (1) dẫn đến phương trình hệ quà sau: 


u = 5 
u = -4 


ou=5 (do u > Ũ ) 

















































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


njĩx + 3 + +1 = 5 <=> « 


X >-1 


3x + 4 + 2 V 2 .X 2 + 5x + 3 = 25 


íx > -1 

o < 


V 2 X 2 + 5x + 3 = 21 - 3x 


» 


-1 < X < 7 

X 2 - 146x + 429 = € 


w 


- 1 < X < 7 
X = 3 <=>x = 3 

x = 143 


1/ 


2 / 


20 


Thứ lại X = 3 vàũ [1] thấy đúng r vậy (1) có nghiệm duy nhất X = 3. 

Loại 4. Hệ phương trình chứa cẩn thức. 

Thí du 1: 

Giài các hệ phương trĩnh sau: 

^x + y + n^Ix + y 4- 2. = 7 
3x + 2y = 23 

Bải giải: 

1 /Từ I V x+ y +V 2 x+ v +2 = 7 (!) 

3x + 2y = 23 (2) 

V* + y + ^/2x + y + 2 = 7 (3) 


I X + y + i/x + y = 
X 2 + y 2 = 136 


Ta có 


Đặt u = ^/x + y >0 ■ V = ^x + y + 2 > 0 


o 


(x + y) + (2x + y + 2) = 25 (4) 


Khi đó từ (3) (4) có hệ: 


u + v = 7 

(u + v) 2 - 2uv = 25 


u + V =7 
<=> < <=> 
uv =12 


Vậy (1) (2) có hai nghiệm (-9, 25); (5, 4) 
1 x + y H-^/x + y =20 (1) 


n 

fu = 4 

17 

1 

< 

II 

UJ 



o 

■ 

J 

UI = 3 

Ị 

Li 

V = 4 

■» 

_ 


"x + y = 16 
[ +y+ 2 = 9 

+ y = '9 
2x + y + 2 = 16 


w 


X 

X 


-9; y =25 
5; y = 4 


2ỈJữ 2 .2 

|_x z + y =136 (2) 

(1) <=> ị -^x + y Ị +^/x + y-2Ũ = 0ci^x + y = 4 (do ^x + y>ũ)<=>x + y = 16 

_ „ fx + y = 16 fx + y = 16 ,'x + y = 16 

v ậy (1) (2) « » { ' _ n „ H „ » r ' 

|_x z + y = 136 L(x + yf -2xy = 136 ^xy = 60 

ỵậy hệ (1) (2) có hai nghiệm (10, 6) và (6, lũ), 

Thí du 2: 


Giái hệ phương trình sau: 


= ^x + y + (1) 

( 2 ) 


Bải giải: 


Điều kiện 


X + y > 0 
X - y > ũ 
X + y > X - y 
xy > ũ 


<=> X > y > Ũ 


Khi đó (1) (2) w 


Í2ũy 


= -fi+Ỹ + Q ! tỊy = + 


8 = (x + y) — (x — y) 


<=> 


— = 2x + 2\tỹứ 

X 

y = 4; x>4 


-16 


w 


í 40 _rr ~.. 

— - X = yx - 16 

ỉ x 

y = 4; x>4 


y = 4; x>4 
y = 4 

oM<x<^4Õ 


w 


1600 . „2 nn 

—y- + x z - 80 

IL X 2 


= x z -16 


y = 4 

4 < X < ^40 w I y 

_2 _ L x 

X 2 = 25 


4 

5 


vậy nghiệm của hệ (1) (2) là (5, 4) 
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Thí du 3: 


Giải Ihệ phương trình sau: 


. 1 -■/* + y + V x -y = 4 í 1 ) 

( 2 ) 


X 2 + y 2 = 128 


Bải giải: 

Đặt u = ^Ịx + y > Ũ ; V = ^/x - y > ũ 


Ta cớ 


r 

, Ị X + y = u 
X - y = V 


2 

2 


X = Ị(u 2 + V 2 ) 
2 


,4 , 4 

: : u +v 

> X + y = —-— 

y = j(u 2 -v 2 ) 2 


Vậy tù' (1) (2) ta có: , 


u + V = 4 (3) 

u' t +v‘ t =256 (4) 

X + y = 16 


-u 

ạ 

II 

> 

- Ị 

II 

3 

1 X - y = 0 

De thây (3] (4) <=> 


; w 


_u =0; V = 4 

fx + y = ũ 


X = 8; y = 8 
x = 8ỹ y = -8 


[x - y = 16 

Vậy hệ :'l) (2) có các nghiệm (B, 8); (8, -8) 


Thí du 4: 


Giãi hệ phướng trình sau: 


Ị <í/x 2 + X + y +1 + X + ^/y 2 + X + y +1 + y = 18 
Jx 2 + X + y +1 - X + Jỵ 2 + X + y +1 - y = 18 


( 1 ) 

( 2 ) 


Bài qiảĩ 


«1 

ĩjx 2 + X + y + 1 + ^y 2 + X + y +1 

V 

0 

ọ 

1 — ! 

II 

Vx 2 + 9 + -ịỊ 


X + y = 8 


X + y = 8 


Ị X 2 + y 2 + 2xy = 64 
X 2 + y 2 +10 + 2^(xy) 2 + 9(x 2 + y 2 ) + 81 = 100 (4) 


■í=> 


(3) 


Từ (3) (4) suy ra: 2 1 /{xy) 2 + 9(64 - 2xy) + 81 = 82 - 64 4- 2xy 

« 2^(xy) 2 + 9(64 - 2xy) + 81=18 + 2xy (5) 

Đặt xy = t, từ (5) có: i/t 2 -18t + 657 =9 + t 

t> -9 

^ m _ 

t^ -18t+ 657 = Sl+18t + t' 

Vậy đi đẽn hẹ j x + ¥ ỹ s 

ta =16 

Vì thế nahiém của (11 f2ì lả :'4, 41 


w 


t > -9 
.2 


T <=> 

■ 2 1 1 = 16 


» X = y = 4 


Th í d u 5: 


Giải Ihệ phương trình sau 

Bải giải: 

Điều kiện X > ũ r y > Ũ 


!%/x + ^ỹ= 5 (1) 

Vx + 5 + tỊy+ 5 = 8 (2) 


{ (^/x + 5-Vx}+(^ỹ+5- % /ỹ}=3 


5 5 

(VxTi (Vy + 5 + VỸ) 


= 13 
= 3 


Đặt u = -Vx + 5 + Vx ; V = ^'V + 5 + -^ỹ r ta cổ hệ < 


u + V = 13 

5 5 _ o 

— + — = 3 
u V 


u + V = 1 3 
65 

uv = 


13 
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w 


13 + 


'247 


13- 


247 


u = 


; V = 


13- 


247 


13 + 


Í247 


LI = 


; v = 


chú ý: 

Ta phải có u > +j5 ĩ V > ^/5 r nhưng 

Vậy hệ (1) (2) Vũ nghiệm 

Thí du 6: 


13 - 


Í24 7 


< 




ri . ỉh . . iiHnn . Tn . ị-m+^ỉ=£ ( 1 ) 

Giải hẹ phương trĩnh sau: ị _ __ 

IJT^.+^Ĩ=-J3 ( 2 ) 

Bài giải: 

Điều kiện -1 < X < 2, -1 < y < 2 

. . ... _ |Vx + 1 + T - y = T 

Viẽt lại hệ (1) (21 dưới dạng tương đương sau: ị , v r __ r _ r _ 

[(VxTĨ-^/yTĨ^-tV^x-^2^ỹ)=0 


w 


« 


r -JZĨĨ + = +3 

x-y . x-y 

Vx + 1 - './y + 1 -J2- X + ^2 - y 

'-1 < X < 2; - 1 < y < 2 [-1 < X 

x = y w < X = y 

_njx + 1 + -Jl - X =■# 3 + 2^(x + l)(2-x) = 3 


= Ũ 


J jx + 1 + ^2 — y = -^/ 3 ^ 

^ V) > + 1 -^y +1 -Jĩ - X + ^2 - y 


= 0 


-1 < X < 2; - 1 < y < 2 


w 


y = x; - 1 < X < 2 
X = -1 hoặc X = 2 


Vậy (1) (2) cố hai nghiệm (-l r -1); (1, 2) 

Loại 5. sử dụng phương pháp chiều biến thiên hàm số để giải phương trình vả bât phương trình chứa 
cẩn thức. 


Thí du 1;: 

Giải phương ưĩnh sau: X 5 + X 3 - -^/L - 3x + 4 = 0 :Y; 

Bải giải: 

Đặt f (x) = X 5 + X 3 - Ạ - 3x + 4 , vđi X < ì- 

Khi đó (1) có dạng f(x) = ũ r với miền xác định X < ỉ. 

Ta cóf '(xi = 5x 4 +3x 2 +— -ĩ_ > 0 Vx<4 

3 

Vậy f(x) lả hàm 50 đong biến khi X < ỉ- 

Ta Cũ f(-l] = Ũ. Vậy X = "1 lả nghiệm duy nhât của (1) 

Thí du 2: 

Già phương trình sau: ijx 2 +15 = 3x - 2 + Vx 2 +8 (1) 

Bài giải: 

Viêt lại (1) dưới dạng f (x) = 3x - 2 + -Jx 2 + 8 - \Ịx 2 +15 = 0 (2) 
Hãm 5 ÕF(x) xác định với mọi X thuộc R. xét hai khả năng sau: 
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- Nếu X < ị => 3x - 2 < Ũ . Mặt khác Jx 2 + 8 - Jx 2 +15 < ũ 
3 

Vậy f(x) < Ũ khi x<^=>x<^ không thế là nghiệm của (2) 

> Ũ (dũ X > ị ) 

3 

Vậy f(x) là Ihảm đong biến khi X > 2- , Mặt khác F(l) = ũ 

Vậy X = 1 llả nghiệm duy nhất của (1) 

Thí du 3: 

Giải bãt phướng trình sau: ^ịx + 9 > 5 -*Jĩx + 4 (1) 

Bải giải: 

Vỉẽt lại (1) dưới dạng f (x) = i/x + 9 + + 4 > 5 (2) 


Nếu X > Ị- . Khi đố ta có f '(xì = 3 + X 
3 


4 


X 2 + 8 


4 


x z +15 


Ta có f '(x) = -I_ + _ > Ũ Vx > -2 

2*Jx + 9 v2x + 4 

Vậy f(x) là hàm đong biến khỉ X > -2 r mặt khác ta Cũ f(ũ) = 5. 

TƯđó suy ra nghiệm của (2) lả X > 0« 

Thí du 4: 

Giãi phương trĩnh sau: Ậx + 2)(2x -1) - 3-^x + 6 = 4 - ^{x + 6)(2x - ĩj - 3Vx - 2 (1) 

Bài giải: 

Viẽt lại (1) dưới dạng tương đương: 

f(x)= Ặỹ. + 2X2x -1 j - 3 V* + 6 + Ậx + &X2x - 1) -3 +2 = 4 

(vơi miền xác định x> ^) 


of(x) = (VxT 6 + -■/x + 2XV2X-1- 3) =4 (2) 
Từ (2) suy ra V2x - 1 - 3 > 0 => 


Vậy mọi nghiệm [nếu có) của (1) đều lớn hơn hoặc blng 5. Vì the xétf(x) với x> 5 
Ta có n/x + 6 + -Jx + 2 và V2x- 1 - 3 là các hàm đồng biẽn > 0 khi X > 5 
Vậy f(x) là hằm đồng biến khi X > 5, mặt khác f (7) = (^3 + 3)(-JĨ3 - 3) = 4 

Do đó X = 7 là nghiệm duy nhât của (1) 

Thí du 5: 


Giải hệ phương trình sau: 


Í^+^2^Ỹ~^2 (1) 

L-/7+V2^=V2 (2) 


Bải giải: 


Ta có (1) (2) o 


fs/ĩ+V2^ỹ = V2 (3) 

l-Jx - & - X = $ - tỊ 2-y (4) 


Rõ ràng (4) o f(x) = f(y), ở đây f'tì = -Ậ- ^12 - 1 p vơi 0 < t < 2 


Tacíf '®-à + ĩ+ĩ >1) 

vậy f(t) là hàm đồng bien khi 0 < t < 2 „ Từđó f (x) = f (y) <=> X = y 


Vây (1) (2) c=> 


X = y; 0 < X < 2 
Vx + ‘jĩ - X = ^2 


Dé thãy tư đây suy ra X = y = 0 hoặc X = y = 2 
Đó là hai nghĩệm của hệ (Ì), (2) 
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Loại 6. Phướng pháp đánh giá hai vế để giải phương trình và bất phương trình chứa cân thức. 

Phương pháp nảy dựa trên nhận xét sau: 

Với phương trình f(x) = xe D có tính chất sau: vX £ D 

H y v J yv J lg(x)< AVxeD 


Khi đó f(x) = g(x) C5. 1 5* Ị A 

IsOO = A 

Dế phát hiện ra các bãt đẳng thức f (x) > A ; g(x) < A Vx e A , ta sử dụng các kiến thức vẽ bãt đầng thức. 

Xét các thí dụ sau: 

Thí du 1: 

Giải phương trình sau: Vx - 2 +-V4 - X = X 2 - 6x +11 (1) 

Bài giải: 

Ta thãy miền xác định của (1) là D= Ịx :2 <x<4) 


Ta có X 2 - 6x + 11 = (x - 3) 2 + 2 > 2 Vx e D 


Mặt khác nếu đặt f (x) = -Jx - 2 + -v/4 - X , với X € ũ , thì f 2 (x) = 2 + 2^x - 2)(4 - x) < 2 + 1 (x - 2) + (4 - x) I = 4 


Do f(xj > 0 khi Xe D => f(xj <2 Vxeữ 

L.2 


TlV „.! X 2 - 6x +11 = 2 

Từ đó suy ra: :T) <=> 1 __ _ <z> 

Vạy X = 3 là nghiệm duy nhãt của (1) 

Thí du 2: 


X = 3 


- 2 =4 - X 


o X = 3 


Giái phương trình sau: ^3x 2 - 7x + 3 - Vx 2 - 2 = -J3x 2 - 5x -1 - ^x 2 - 3x + 4 

Bài giải: 

Ta có (1) o ^3x 2 - 7x + 3 - ^3x 2 - 5x -1 = Vx 2 - 2 - Ậ 2 - 3x + 4 (2) 


( 1 ) 


Ta thấy miền xác định của (2) lả D = 


X : 


3x z - 7x + 3 > 0 
3x 2 - 5x -1 > 0 
X 2 - 2 > Ũ 


X - 3x + 4 > 0 


Bằng phép nhãn liên tìỢpr ta có: 


( 2 )« 


(3x 2 -7x + 3 3 - (3x 2 - 7x + 3) _ (x 2 - 2)- (x 2 - 3X + 43 
^3x 2 - 7x + 3 + ^3x 2 - 7x + 3 


a/x 2 - 2 + 'lịỹ 2 - 3x + 4 


w 


-2x + 4 


3x- 6 


^3x 2 - 7x + 3 + - 7x + 3 


Vx 2 - 2 + -Jx 2 - 3x + 4 

- Nẽu X > 2 và XẼŨ, thì VP(3) > Q r VT(3) < 0 r do đó loại khả nàng này, 

- Nếu X < 2 và xe D, thì VP(3) < 0 r VT(3) > 0 r do đó loại khá nàng này, 

- Với X = 2, thì rõ xe D và thỏa mãn (3) r do VP = VT =0. 

Vậy X = 2 là nghiệm duy nhãt của (13 
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Thỉ díù 3: 


Giải các phương trình sau: 

i/ ^3x 2 + 6x + 7 + -/sx 2 + lũx + 14 = 4 - 2x - X 2 

Bải giải: 

1/ Xét plhương trình: ^3x 2 + 6x + 7 + ^5x 2 + lũx +14 

Ta có VT(1) = ^3(x + 1) 2 + 4 + ^5(x + l) 2 + 9 >2 + 3 = 
VP(1) = 5 - (x 2 + 2x + 1) = 5 - (x+1) 2 < 5 (3) 


„ , X 2 - 6x +15 
2 / — 

x z - 6X + 11 
= 4 - 2x - X 2 (1) 

5 (2) 


= <yjx 2 - õx +18 


,„ v _ fvr(l) = 5 ÍX+1 = G 

Từ (2) (3) suy ra: { { _<=>< _<=>x = -l 

[vp(l) =5 \x +1 = 0 

Vậy X = -1 là nghiệm duy nhất của (1] 

2/ Xét phương trình: — ——— = Jx 2 - 6x +13 (1) 

X -õx + 11 

__ 4 _ 4 4 

Ta có VT(1) = 1 + —— -1 +- —= -<1 + ^=3 

X -6X+11 (x - 3] 2 + 2 2 

VP(1) = Ậx - 3) 2 + 9 > 3 

Từ đó (1} Q I = 3 o X = 3 

ÌVP(1) = 3 

vậy X = 3 lả nqhiệm duy nhất của (1) 

Thí du 4: 

Giải các phướng trình sau: 

1/ Jsx 3 + 3x 2 + 3x - 2 = +3x - 4 

■g 2 2 


2/ V* 2 + 2x + - ĩ = ^3x 2 + 4x + 1 

Bải giải: 

i/ Xét p hương Irình: ^5x 3 + 3x 2 + 3x - 2 = + 3x - ^ (1) 

Ta thấy (1) o V(x 2 + X + l)(5x - 2) = + * + !) + ( 5 * - 2 ) (2) 


Chú ý điều kiện đế (1) có nghĩa là 5x-2>flox>^ 

Từ (2) và theo bãt đẳng thức côsĩ suy ra: (2) <=> X 2 + X +1 = 5x - 2 <=> X 2 - 4x + 3 = ũ <=> 
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2/Xét phường trĩnh; 4^ 2 + 2x + v^x-l = J v/3x 2 +4X + 1 (1) 


Điều kiện lả 


x z + 2x > Ũ 
2x - 1 > 0 

3x 2 + 4x +1> 0 


ox> ị 
2 


Do X > ^ r nên có thể viết lại (1) dưới dạng tướng đương sau: 


VĨ.VĨT 2 + 1 -V 2 x — 1 = Ậx. + 1 J 1 3 X + 1 ) ( 2 ) 

Áp dụng bãt đang thức Bunhiacopski, ta có: 

(Vx.i/x + 2 + 1.^2x- l; 2 < (x + l)(3x +1) (3) 

Từ (2) (3) suy ra ta có: r-- - r—_ <=> ^2x 2 - X = V* + 2 

-ựX + 2 -J2x — 1 


w 


2 cs> 

2x 2 -x = x+2 


x>: ì 
2 

x 2 -x-1 =0 


<=> X = 


1 + ^/5 


vậy (1) có nghiệm duy nhất X = 


1 + 4^ 


Loại 7. Phương trình và bât phương trình chứa căn thưc cò tham số. 

Dạng 1. Giải vả biện luận phương trình và bất phương trình cần thức cổ thani số 
Thí du 1: 


Giải và biện luận theo a phương trình sau: Vx - 4 a +16 - 2"Jx - 2a + 4 -f Vx = ũ (1) 

I-L ' ■ _■ 2. ĩ _ 

Bải giai: 

Viết lại (1] dưới dạng tương đương sau: njx - 4a + 16 + -/x = 2"Jx - 2a + 4 


w 


r x> 4a- 16 

X > Ũ 

X > 2a - 4 


r x> 4a- 16 
x> Ũ 


w 


X > 2a - 4 


2x-4a +16 + 2\ỉx 2 - 4ax + 16x = 4x - 8a + 16 



- 4ax +16x = X - 2a 


x> 4a-16 

X > Ũ 


w 


X > 2a - 4 


w < 


fx > 4a-16 

X > Ũ 
X > 2a 


x> 2a 

X 2 - 4ax + 16x = X 2 - 4ax + 4a 2 



( 1 ) 

{2} 

(3) 

(4) 


Thấy khi X = — thì 
Vì thế í 1) (2) (3) (4) 


X >0 và X > 4a - 16 


w 


X = 


4 

x> 2a 


■y „ a 2 _ a 2 -8a 

Ta có w —— 2a = -—:- 

4 4 

Vì a 2 -8a > Ũ e> I a “ ^ 

ta >8 
. 


[do ậi4o-16o^ií0] 
4 4 


a 2 - 8a < Ũ <=> Ũ < a < 8 
Tom lại: 

- Nếu Ũ < a < 8; Phương trình (1) Vũ nghiệm 

- Nếu j a ” g “ Phương trình (i) có nghiệm X = — 


















































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Thí du 2: 


Giải vã biện luận theo m phương trĩnh sau; Jx 2 + x + ———- = X — (1) 


Bải giải: 


(x-1) 


X - 1 


Ta có (1) <=> jx - — > Ũ 


X =# 1 


X -1 


X + x + 


m 2 


(X -1)‘ 


= x 2 + 


m 2 2mx 
(x - 1) 2 X - 1 


1— 1 

U- 

X 

X ± 1 


m 

m 

(3) 

X ——— >0 o- -í 

X >ũ 

X -1 

X — 1 

x(x -1 + 2mì = 0 

X = ũ 

(4) 


X = 1 - 2m 


Đế X = Ũ thỏa mãn (2) và (3) r ta cần cổ Ũ-^->0om > ũ 


r . 

1 

- 2m * 1 


"m ± 0 

í 

ITI 

w < 

3 

1 

- 2rn - -— 

>0 

m < — 


Để X = 1 - 2m thỏa mãn (2) vã (3) r ta cần Cũ 

1 - zm - 

TÍT đổ suy ra: - 1 - 2rn -1 

- Nếu m < Ũ: Phương trình có nghiệm X = 1 - 2m 

- Nếu m = ũ: Phương trình có nghiệm X = ũ 

3 

- Nếu Ũ < m < ^ Phương trình Cũ nghiệm x = 0vàx = l-2m 


- Nếu m > -Ị- : Phương trình có nghiệm X = ũ 


Thỉ dư 3: 


Giải và biện luận theo m phương trình sau: -Jx - V’< - rn > m 

Bãi giải: 

Xét các khả máng sau; 

1. Nếu m = ũ thi (1) có dạng Vx - ^/x > ũ (2) 

Từ đó suy ra (2) tức lả (1) Vũ nghiệm. 

X > m 
X > nr + X 


( 1 ) 


2 1 Neu m ^ = ' ũ r ta co: [1) Ci- £ > m + j ./x - m w < J 

h 


- m + 


2m\i |l x^- 


m 


w 


X > m 

rn - nr > 


2 - 2rnVx - 


w 


X > m (3) 

m [1 - m > 2Vx - m (4) 

Từ (3) (4) ta thấy 

a) Nếu m >1 thĩ 1 - m < ũ => (4) Vũ nghiệm => Hệ (3) (4) vố nghiệm. 

X > m 


b) Nếu Ũ < m < 1 thì (3) (4) w 


X > m 


l2 


w 


chú ỷ là do 


Ím+1Ỹ 


\ 


Vì thế ( 3) (4) w ITI < X < 


> m (vĩ m #1 nên 

fm + lÝ 


(1 - m ) > 4(x - m) 

(m -lÝ 


X < 


m + 1 


2 


V 


\ 


: > 0 ) 
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3. Nếu m < ũ r ta có: (1) » ^/x - m > -\ỉ:< - rn w < 


X >0 


X + m' 


- Irnvx 


> X - m 


I X > 0 


> rn + rn 


Dũ m < ũ r nẽn (1) (2) w 


x> 0 


(5) 


2VX > m + 1 (6) 

■ Nếu m + 1 < Ũ (tức m < -l) r thì (5) (6) o X > ũ 

- Nếu -1 < m < Ũ (khi đó m + 1 > 0 ) lúc này (5) (6) » 

ựậy ta cổ két luận sam 

L. Nếu m <-1: X>0 


X >ũ 


X > 


(m+1) 


,2 » X > 


(m + 1)' 


2. Nếu -1 < rn < ũ : x: > 


(m + 1) J 


3. Nếu m = ũ hoặc m> 1 : bãt phương trình Vũ nghiệm 


4. Nếu Ũ < m <1 : m < X < 


(m+lj 


Thí du 4: 


Giải vả biện luận theo a bãt phương trình sau: 2x 4- Va 2 - X 2 > ũ (1) 

Bải giải: 

Xét các khả nắng sau: 

1. Neu a = ũ r bãt phương trĩnh (1] cổ dạng 2x + V-x 2 > 0 (2) Rũ rằng (2) Vũ nghiệm., 

2. : Nếu a > 0 r bãt phương trĩnh (1) cố dạng Va 2 - X 2 > -2x (3) 

-a < X < a 
X >0 

r ũ < X < a 

-a < X < a <=> 

X < 0 


Ta thấy (3) w 


a 2 - X 2 > 0 


-2x < 0 

a 2 - X 2 > 0 ■ 


-2x > 0 
a 2 - X 2 > 4x 2 


c _ a^ . a 

a%/5 5 <x - a 

—— < X < ũ 3 


5 ư 
X < — 


3. Nẽu a < Q r khi đó (3) tương đương vơi hệ sau: <=> 


1 a 2 - X 2 > 0 
-2x < 0 


a 2 - X 2 > 0 0 

-2x > 0 

7 7.7 

a - X > 4x 


Ũ < X < - a Ị- 

aV5 ^ -q 

—í— < X < -a 3 


Tóm lại ta có kêt luận sau: 1. Nếu a = 0: Phương trình fl) vô nghiệm. 

2. Nẽu a * 0: Phương trình (Lj có nghiệm lã - 


|a|>/5 


< X < 


< X < -a 
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Dạng 2. cát bài toán định tính vẽ phương trình và bất phường trình chứa tham Sũ' 

Thí du 1: 

chũ phướng trình:: - X + njx + 5 = m 

Tìm m để phương trĩnh có nghiệm duy nhất. 

Bai giai: 

Giả sử phương trình đã cho có nghiệm duy nhãt Xg . vì Xg lả nghiệm nên ta có: 


V 4 " x 0 + V x 0 +5 = m (!) 

Từ (1) Có ự4- (-l-x 0 ) + £ + (-l-x 0 ) = m (2) 

Từ (2) suy ra (-1 -Xq) cũng lả nghiệm của phương trình đã cho. 

Do tính duy nhất nên có Xg = -1 - Xg => Xg = - j 

Thay lại vàũ [1] có ^ ^ = m hay m = "Jĩầ = 3-JĨ 

Vậy điều kiện cần đế phương trình Cũ nghiệm duy n hất là m = 3"JĨ 
Đảo lại: kh m = 3-JĨ r ta cố phương trình: - X + Vx - 5 = 3-JĨ 


-5 < X < 4 


» 


-5 < X < 4 

9+2^4-xXx+5) = 18 I 2 V-X 2 - X + 20 - 9 


/ 


-5 <x <4 


w 


-5 < X < 4 

» i _ w X 


-4x -4x+ 80 = 81 L(2x +1) =0 


1 

2 


X 

1 

-5 -ị 4 

m 


+ ũ 


m 


X X 

I 


Vậy phương trinh đã cho có nghiệm duy nhat m = 3"JĨ 

Nhân xát: 

1/ Ta xét cách giải thứ hai như sau: 

Đặt f (x) = v'4 - ’< + - 5 r vơi -5 < X < 4 

Khi đố phương trình đã cho cổ dạng f(x) = m (*) 

_ , r . 1 1 V4-X - -Jx T¥ 

Ta có f '(x) = ■ - ■ = _ ■ ■ 

2'ựX + 5 2-^/4 —X 2^Jx + 5.-ự4 — X 

Lạp bảng biến thiên sau: 

Từ đổ suy ra (*) có nghiệm duy nhất (tức lả phương trình đã cho cố nghiệm duy nhất) khi và chí khi: 

2/Ta xét cách giải thứ ba như sau: 

Đặt u = -/4 - X > 0 , V = t/x + 5 > Ũ 

Khi đố phương trình đấ cho có nghiệm duy nhất tương đương vơi hệ sau: w 


Tí đó suy ra hệ trên có nghiệm duy nhât khi và chí khi đương thăng 
u + V = m lả tiếp tuyến vơi cung tròn AB (cung ơ góc phần tư thư nhất), 
tức lả khi và chỉ khi ITI = 3-JĨ 
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Thí du 2: 

Cho phương trình: V x + 3 + V 6 - x - Ậx + 3)(6 - x) = m 

Tìm m để phương trình có nghiệm. 

Bải giải: 

Đặt u = ựx + 3 >0, V = V6-X > 0 


u + V - uv = m 
Từ (ì) có ^ 

u + V = 9 



(3) <=> (u + v) 2 - 2uv =9 o (u + v) 2 - 2[(u + v)- m] = 9 

« (u + v) 2 - 2(u + v) + 2m = 9 G> (u + v) 2 - 2(u + v) + 2m - 9 = 0 (4) 

Ta nhận thây đế (4) có nghiệm cần có A 1 = 1 - (2m - 9) > ũ » lũ - 2m >0 o m< 5 (5) 

Đế ý rằng ou+v = t/x + 3 + ~J6 - X >0 <=> (u + V ) 2 = 9 + 2ẬX + 3)(6 - x) >9ou + v>3 


Mặt khác 1 - -Ạũ- 2m < 1 

vl thế khi m < 5 r th từ (4) có u + V = 1 + -v/LO - 2m (nghĩa là chắc chắn loại u + V = 1 - i/io - 2m ), 



u + V = 1 + lũ - 2m 

Do vậy suy ra (2) (3) w ■: 

7 7 

u + V' = 9 


u> ũ r V >0 


Đe thấy (1] có nghiệm <=>(2) (3) có nghiệm. 

Cũng thây ngay điều đó xáy ra khi và chí khi đường thãng u + V = 1 + V-10 + 2m nằm giữa haỉ đường thắng u + V 
= 3 và u + V = 3 -Jĩ , tức là khi và chỉ khi: 

3 < 1 + ^0 - 2m < 3^2 o 2 < -jũi - 2m < 3-JĨ - 1 

o 4 < 10 - 2m < 19 - 6^2 o < m < 3 

2 

Đó là các giá trị cần tìm của m để cho (1) có nghiệm. 


m. BÀI TẬP CỦNG CỐ KIẾN THỨC 

1. Các đề thi tuyến sinh ĐH - CĐ 

Bài 1: (Đạ học, Cao đẳng khối B - 2002) 

Giải hệ phướng trình: (1) 

X + y = ^ + y + 2 (2) 


Bải giải: 

Điều kiện 


X - y > ũ 
X + y > ũ 


Đặt UI = ịỷ/, - y > 0 r khi đổ (1) w u 2 = u 3 w 1.1 2 (1 - u) = ũ w 

,-- fv >0 

Đặt V = X + y > 0 r khi đó từ (2) có V = vv + 2 o < 

\y z - ' 


u = Ũ 
u = 1 



<=> V = 2 


v z - V - 2 = Ũ 


Vây (1) (2) w 


r.c _ 


X 

. u = 0 

Ọ 

li 

1 

X 


ĩ 

II 

r-J 

u + y = 2 


, c=> 

, c=> 


fu=l 

x-y = l 

< 

CM 

II 

> 

■1 

ì_x + y = 2 

TL 



X 


2 

1 


V 


2 




Vậy hệ (1) (2) cổ hai nghiệm (1, l) r 
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Bải 2: (Đạ học Cao, đẳng khoi D - 2002) 

Giải bãt phưtíhg bình: (x 2 - 3x)^2x 2 - 3x - 2 > ũ (1) 

Bải giải: 


Ta có (1) « 





r 

2x 2 - 3x - 2 = 0 

(x = 2) V 

l 

■ỉ 

2x 2 - 3x - 2 > 0 0 

■ 

Y lì 

X < -- 


X 2 - 3x > 0 

■ỉ 

V 



_ R 

(x < 0) v( 


l\ 

x ” 2 1 


w 


(x=2)v 
[ 


í' 1>. 
x _ 2 } 


Ịx<-ilv(x>3) 


W 


X <-ị 
2 

X = 2 
X >3 


Vậy nghiệm của (1) lả 


—CE . — — 
2 


ư {2} ư [3, + ®3 


r ^ v J 2 L 

Bảỉ 3: (Đại học, Cao đẳng khối A - 2004) 

Giải bất phương trình: + +Jx - 3 > ,__ 

-/x - 3 "Jx - 3 


7- X 



Bải giải: 

niỊill 1 X 2 - 16 > Ũ _ „ , , 

Điều kiện < <=> X > 4 

[x-3 >0 

Vơi X > 4 r viết lại (1) dưới dạng tương đương sau: 

^2(x 2 -16) + x-3>7-xo ^2(x 2 -16) > 10 - 2x (2) 


íx > 4 

■ 1Ũ - 2x < 0 

tm 


X >5 


Ta Cũ (2) w 


X >4 


lũ - 2x > Ũ 


2(x 2 -16 ) >(10- 2x) 2 


w 


f 4 < X < 5 

[x 2 - 20 X + 66 < 0 


w 


X >5 
í4 < X < 5 

10 - >/34 < X < 10 + s/i? 


w 


X > 5 


10 ->/34 <x < 5 


«x>10-^/34 


Vậy nghiệm của (1) là x> 10-^34 
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Bải 4: (Đạ học, Cao đãng khối D - 2004) 


chũ hệ phương trĩnh: 


|Vx + -7y=l (1) 

[ + y -yỊỸ = 1 - 3m ( 2 ) 


Tìm m đế hệ có inghiệm. 

Bài giải; 

Đặt u = V* r v = Vỹ. Khi đó hệ (1) (2) có nghiệm khi và chí khi hệ sau có nghiệm: 
'u + v = l (3) 

<u 3 + v 3 =l-3m (4) 

u >0, V >0 (5) 

L 

Ta có u 3 + V 3 = 1 - 3m e> (u + V) 3 - 3uv(u + v) = 1 - 3m 


Khỉ u + V = 1, ta c ó LLV = m 


r 

Vây (3) (4) (5) « = 


u + v=l (6) 
u.v = rn (7) 
u > Ũ r V > 0 (8j 


Hệ (6) (7) (3) có nghiệm khi vã chỉ khi phương trình: t 2 - t + m = ũ chỉ có nghiệm t >0 
Điều đó xảy ra khi vả chỉ khi ^ (dũ s = 1 > ũ) t> Ị 1 ” 0 o ũ < m < -ị 

■p>0 I m > Ũ 4 


Vậy ũ < m < ^ lả tất cả các giá trị cần tìm của tham 5Õ m. 


Bải 5: (Đại học, Cao đẳng khối A - 2005) 

Giải bãi phương trình: ì/5x -1-^x-l >'Jĩx - 4 (1) 

Bải giải: 


Ta Cũ (1) w ^5x - ĩ > - 1 +V2x - 4 

Í5x - 1 > 0 


X - 1 > 0 


w 


2x - 4 > 0 

5x-l >x -l + 2x -4 + 2../(x -lX2x- 4} 


<=> 


ịx > 2 

5x -1 > 3x - 5 + 2ẬX -l)(2x - 4) 


<=> 


Jx >2 

X + 2 > <7(x - l)(2x - 4} 


( 2 ) 

(3) 


Khi X > 2 r thi X + 2 > ũ r nên 



|'x > 2 

Ọ 5 

X + 4 X + 4 > 2x 


, X > 2 

o< _ _ » 2 < X <10 

0 < X < 10 


- 6x + 4 


f X > 2 

[x 2 - 10x<0 


Vậy nghiệm của (1) lả 2 < X < 10 

Bài 6: (Đại học, Cao đẳng khối D - 2005) 

Giái phương trình: 2\Ị'Á+2+- 2"/x -1 -<x -1 =4 (1) 


Bài giải: 

Ta có (1) <=> ĩẬ^ịx +1 +1' 2 --Jx + Ĩ = 4o2 -i/x +1 +1 - y r x + 1 = 4 


<=> 2(y r x +1 +1) - +1 - 4 = 0 <» +1 = 2«x + l = 4«x = 3 

Vậy X = 3 lả nghiệm duy nhãt của (1) 
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Bải 7: (Đại học, Cao đẳng khô 7 A - 2006) 

ri ., s .... fx + y-,j5Ỹ = 3 (1) 

Giai hệ phương hình: ____ _ 

% /x+ỹ + vỹ+ĩ = 4 (2) 

Bải giải: 

Ta có (2)<=>x+l + y+ l + 2^(x +l)(y + 1; = 16 
<=> 2 + X + y + 2^/xy + x + y+ l =16 (3) 

Đặt t = , thì từ (1) có x + y = 3 +1 , rõĩ thay vào (3) và có 


o2 + t + zVt 2 + 3 + Ỉ+1 = 14 w z/t 2 + t + 4 =11 - t 


í Ũ < t <11 


0 < t < 11 


w 


ì 4t 2 +4t + 16 =121- 22t + t 2 : I 3t 2 + 26Í-105 


w 


Ũ <t <11 
t = 3 


= Ũ 


t = - 


105 


ot=3o ^Ịỹỹ = 3oxy = 9 


V|y{l){2)o<^ V 6 ox = y = 3 

L*y = 9 

vậy (3, 3) là nghiệm duy nhãt của (1) (2) 

Chú ý: 

Ta có thế giái hệ (2) blng phương pháp "đánh giá hai vế" như sau: 
Từ(1) và theo bất đầng thức côsi ta có: 

X + y = 3 + <^xỹ < 3 + * + ' => X + y < 6 (4) 

Áp dụng bãt đang thức Bunhiacopski, ta có: 

(Vx + 1.1 + -JỸ+ 1.1 ; 2 < ■ (ì/x+T) 2 + ựy +1; 2 Ị{1 2 +1 2 ) 


=>Jx+Ĩ + 7ỹ+ĩ< V 2 ( x + y +2) (5) 

Thay (4) vào (5] và có: 4 = ~Jx +1 + yỊy +1 < 4 
Điêu đó chứhg tó rằng trong bất đắng thức Bunhiacopski có dấu bằng, 
_ ^ +1 _ ^/y +1 


<=> X = y 


Vạy đĩ đến hệ <[ x _ — <=> X = y = 3 

■\/x +1 = z 
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Bả B: (Đại học, Ca-O đẳng khối D - 2006) 

Giải phương trình: vỉx - ĩ + X 2 -3x + 1 = ũ (1) 

Bả giải: 

Điều kiện X > ị- r đặt t = ^2x -1 > ũ => t 2 = 2x - 1 => 

2 


X = 


t 2 + l 


Khi đó (1) có dạng: t + 


r . 9 ^ Ỹ 

r + 1 


t 2 +1 


— ] -3 — 

2 I 2 


+ 1 = 0 <“>t 4 -4t 2 +4t -1 = 0 


<= (t 2 - l)(t 2 +1)- 4t(t- 1) = 0 <=> (t - 1) T(t + l)(t 2 +1) - 4tl = 0 
o(t-l)~t 3 + t 2 - 3t + 1 • = 0 o>(t-lXt-l}(t 2 +2t-l)=0 


Đo t > Ũ r nên suy ra 


t = 1 

t=- 1 +72 


Trở ve bien cũ, ta có 


X =1 


X = 


( 72-1 ) 2 +1 


X =1 


= 2-VĨ 


Vậy (1) có hai nghiệm Xi = 1 , x 2 = 2 - -V2 

cíiu y: 

Ta có thế giái hệ :'l) (2) bằng phưdng pháp "trực tiếp" như sau: 


(1) w V2x - ĩ = -X 2 +3x-lo< 


-x z + 3x - 1 > Ũ 


2 . 


2x - 1 = [-X + 3x -1) 


w \ 2 


3 ~A< x <ỉiA 


\ỉzA< x <ỉiA 

c=> < 2 


2x - 1 = X 4 + 9x 2 +1 - 6x 3 + 2x 2 - 6x 


( 2 ) 


X 4 - 6x 3 + llx 2 - 8x + 2 = 0 (3) 


Ta có (3) <=> (x - l)(x 3 - 5x 2 + 6x - 2) = 0 <=> (x-lXx-l)(x 2 -4x +2) = Do 


(do 2+s/2 

X = 1 

X = 2 - 


Vì X = 2 + 7? £ 


3-V5 3 + 7? 


= 1 

= 2-7? 
= 2 + 7? 


Vậy (2) (3) « 


Bình luận: 

n 

(1) thử trí "kiên nhẫn "của người giiải! 
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Bải 9: (Đại học, Cao đãng khơi B - 2006) 

Cho phương trình: i/x 2 4- mx + 2 =2x +1 (1) 

Tìm m để (1) có hai nghiệm phân biệt. 

Bải giải: 

Í2x + 1 > 1 

Ta có (1) o -Ị o 

x z + mx+2 = 4x 2 + 4x + 1 _ 2 . ,, H - 

f(x) = 3x + x(4 - m) -1 = 0 (3) 

Bài toán trở thành: Tìm m đế hệ (2) (3) có haĩ nghiệm phân biệt Điều đó xáy ira khi vả chỉ khi (3) có hai nghiệm 


x>-ì 

2 


( 2 ) 


phân biệt X.J r x 2 sao cho x 2 > Xj > “ 


Theo định líđáo vẽ dấu tam thức bậc hai, ta can có: < 


A >0 

f lì 


ra 


af 


-=;]** ra 

V 


s.. 1 

^ f 

12 2 

Do a = 3 > ũ r vả chú ý - < 0 (a = 3; c = -1), nên A > 0 vì thế 

□ 


ra 


rarara o 


1 — 1 

1 


o 

AI 

1 1 

1 

4— 

2m -9>0 í 

l 2J 


ĩ w- \ 

m - 4 1 <=> í 

s 1 

> - 

- > - - 

.6 2 

J2 2 



m > 'ị 9 

2 w m > r- 
2 

m > 1 


Vậy m > Ỷ là tập hỢp các giá trị cần tìm của tham 5Õ m. 


Bài tập tự giải 


IV. BÀI TẬP Tự GIẢI 
Bài 1: 


Giải các phương trình sau: 


_ v 2 + Ạ.9 - 2x 
a) -—-1 


c) 


d) 


(20 + X Í20 - X 


X 

2 + X 




+ 


+ X 


. 1 1 
e) - + -=== 

x V2-X 2 


= 2 



Đáp so: X = 5 

-Á + ll =4 

Đáp sô':: X = 5 

= 

Đáp số: vô nghiệm 

= 2^2 

- t/2 + X 

Đáp so: X = -2; X = 


Đáp so: X = 1; X = - 

= Ạ 5x - 10 

Đắp số: X = 1 




1+^3 


Bài 2: 


Giải các hệ phương trĩnh sau; 
X + y + i/x + y = 20 


a) 


b) 


X 2 + y 2 = 136 

Ị x^/ỹ + yVx = 6 

x 2 y+ y 2 x= 20 


Bài 3: 


Đáp sõ: (-3, 4); (4, -3) 


Đáp sõ: (1, 4); (4, 1) 


Giải các phương trĩnh sau: 
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a) y r x + 4 + i/x - 4 = 2x -12 + 2-Jx 2 - 16 

b) V3x - 3 - ^5 - X = V2x - 4 

c) X + 2 V 7 - X = 2t/x - 1 + V-x 2 + 8x - 7 + 1 

d) t/3x - 2 + t/x - 1 = 4x - 9 + 2^3x 2 - 5x + 2 

e) i/x + 2 -Vx^T + i/x - 2%/x^T = —ỹ— 

f) 1 /x 2 -4x + 5 + Vx 2 -4x + 8 = 4x - X 2 -1 

Bài 4: 

Giải các hệ phương trình sau: 

a 1 t/2.x + y +1 - ^ + y = 1 
[3x + 2y = 4 

b , J3(s/x + 77 ) = 4^.^/ỹ 
[xy = 9 


Đáp số: X = 5 


Đáp so: 


x= 2 
X = 4 


Đáp so: 


x= 5 
X = 4 


Đắp ao: 
Đáp ao: 


X = 2 

X = 5 
X =1 


Đáp ao: X = 2 


Đáp số: X = 2; y = -1 


Đáp số: (1, 9); (9, 1) 


. 1 >/x 2 + y 2 + ^2xỹ = 8^2 

CJ ' 

[vx + Vy =4 

J^/2x + y+l-^í+y =1 
|3x + 2y = 4 


<0 



' X 2 + y 2 + xy = 21 


Bài 5: 

Giải các bãt phương trình sau: 


a) Vsx 2 - 6x + 1 - 4x 4- 1 < ũ 


b) Vx 2 + 2x -15 < X - 2 


3^ 


4x + 5 + 2x >; 3 


d) 1/4 - Vl - X - V2 - X > 0 


Đáp Sũ: (4, 4) 


Đáp Sũ: (2, -1) 


Đáp sõ: (ì, 4); (4, 1); (-1, - 


( 1^ É { 1\ 

Đáp số: * = 7 u *>7 
l 4.1 2 í 


Đáp sã: 3 < X < ^ 

6 


Đáp ao: 


x> ị 
3 


nS , Ạ3 -5 _ __ 

Đáp ao: —-— < X < 1 


_x .. . X 35 
e) X. + —= > 


12 




X + 2 




>0 


k ) > + \ + J x - \ > \ 


5Ì 

X > - 

í 

V 


1 


Đáp ao: 


Đáp so: -1 < X < ĨỊÃ 


Đáp so: X > 3[i. 


1} 


1 3 1 1 


X 2 4 X 2 

Bài 6: . 


Đáp ao: 1< X < ịjĩ 

3 


Giải và biện luận theo a bãl phương trình sau: 
Đáp so: 1/ Nếu a < ũ: Vũ nghiệm 

2/Nếu a > 0 : 3a <x < 2a ( 3 + ^k) 


n/x - a > Vx - 2a + i/x - 3a 


4); (-4, -1) 


5 1 

4,. 
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Bải 7: 

Giả và biện luận theo a bất phường trình sau: V a + + V a - - V 2 

Đáp so: 1/ Nếu a < ũ: Vũ nghiệm 

2/Nếu 0 < a < 1 : 0 < X < a 2 

3/ Nẽu 1 < a < 2 : 4 (a - 1) < X < a 2 

4/ Nếu a > 2: võ nghiệm 

Bải 8: 

Tỉm m để bãt phương trình có nghiệm: ijị - X +nJx + 5 > m 

Đáp so: m<3 -Jĩ 


Giaó viên thực hiện: NGUYỄN THANH VÂN 








